Concours des 21, 22 et 23 mai 1990 d’admission en 1-ére année a L'INSTITUT NATIONAL
DES TELECOMMUNICATIONS
MATHEMATIQUES
(Options M.P)

k% %

Correction

I-Etude de la suite (1,,(f)nen

1. f étant continue sur [0, 1], donc elle est bornée : il existe M > 0 tel que V¢ € [0,1], | f(¢)| < M.D’our:

1 1
|1 (f)] S/O t”|f(t)|dt§M/0 ndt = e

Ainsi, lim I,(f) = 0.
n—oo

2. (a)

(b)

(©)

Soit o €]0,1[, on a:

(0% [0
n/ t”f(t)dt‘ < nM/ t"dt < nMa™
0 0

+

«
Or lim na™™ =0, car ’est le terme général d’une série convergente. D’ott lim n / t" f(t)dt = 0.
0

n—00 n—00
Soit € > 0. Par continuité de f en 1, il existe o €]0, 1] tel que

et donc

1 1 1
ne ne ne &
t"f(H)dt] < — thdt < — t"dt = < —.
”/a 1) ‘—2/a —2/0 2(n+1) = 2

D’autre part,
1 « 1
n/ t”f(t)dt:n/ t"f(t)dt+n/ " f(t)dt.
0 0 a

D’aprés la question précédente, i existe ng € N tel que

n > ny =

| ™

n/oa t"f(t)dt‘ <

Dong, pour n > ng, [nl,(f)| =

n—o0

1
n/ t" f(t)dt| < e. Par conséquent lim nl,(f) = 0.
0

Soit ¢ > 0. Par continuité de f en 1, il existe o €]0, 1] tel que

tefa 1] =|f(t) - f)] <

| ™

D’autre part, on a:

1 1 1
(n+1) /0 t”f(t)dt—f<1>]= (n+1) /0 t”[f(t)—f(l)]dt‘é (n+1) / mg(t)dt

(n + 1)/: t”g(t)dt‘—l—

oug(t) = f(t) — f(1).

1
Comme dans la question précédente, on montrer que lim (n + 1) / t"f(t)dt — f(1) = 0, et comme
n—oo
0

1 1
lim [ £ f(t)dt = 0, alors lim n / @ dE = F(1).
0

n—0o0 0 n—0o0
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3. (a) Par une intégration par parties, on obtient :

L(f) = nLot(f) - -

e
D’ou

1
—E(l—}—n—l—n(n—l)ﬂ—...—}—n!).

I(f) = n'lo(f)

1
1
avec Ip(f) = / e tdt=1-— e D’ou:
0

I,(f)=n! <1—i) —é(l—i—n—l—n(n—l)%—...—i—n!).

oo
1 ) 1
(b) la somme R,, = Z i représente la reste de la série convergente Z Ak de somme e. On a donc
k=n+1 neN

"1
ane—ZE
k=0

D’ou :
nn!Ry, = enl,(f)

Ainsi, lim nn!R, = e lim nl,(f) = ef(1) = ee” ! =1, et donc
n—oo n—oo

1
nn!

II-Etude de la série de terme général [1,,(f)?]

f)?

~Y
n—-+00 n2

1. Ona li_>m [nI,(f)]> = f(1)% ce qui entraine [I.(f )2] . D’otl, par comparaison a une série de
n—oo

Riemann, la convergence de la série Z I,(f )2.

neN
d d
2. Posons P(x) = Z axz®, avec a; € R pour tout i € [0,n]. Donc P(e)e = Z are' ™% D'une part, on a :
k=0 k=0
1 d 1
/ P(x)dz = ag / a*dz
-1 — /-1

Il
AM&

N
Il
o

[

D’autre part,ona:
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™ d ™
—i/ P(e)e?dg = —iZak/ e+
0 0
cik+1)0 7"
i(k+1) o

d

2

d e+ )m _
an |~ — =

2o

i(k+ 1)

_ Z .

- /_ Pla)ds.

D'ou:

1 ™ ) )
/ P(x)dz + ’L/ P(e)e?dh = 0.
-1 0

1 1
3. Il est clair que / [P(z)]* dz < / [P(z)]? dz puisque [0,1] C [~1,1] et la fonction sous signe intégral est
0 -1

positive. D’autre part, on a:

[P( 9 (e’ 19} de‘
0
< /7r (%) 240
0
< / " P(e) (e )0
0

. . i , , 1 [T , ,
L'application 0 +— P(¢?)P(e~") étant paire, donc/ P(e)P(e")dg = 2/ P(e")P(e~"%)df. Dot les
0 -7

inégalités demandées :

/01 [P(x))* dz < /1 [P(x)) dz < ;/W P()P(e”")do.

—1 -7

n n
4. Soit (ag,ay, ..., ap) une famille de nombres réels et P(x Z az®. On a P(x Z akala:k“ et donc
k=0 =0 I=
P(z)? = — et
0 i

1 (7 ) .

5 /_7r P P(e7)dg = = Z Z akal/ e'F=1qg
k 01=0

= 3 Z Z a0y 1 2m

k=0 1=0

n
= 7TE a2
k=0
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1 1 ™ ) )
ou1 Jy,; est le symbole de Kronecker. L'inégalité 0 < / [P(z))* da < B / P(e?)P(e~%)df s’écrit donc :
0

—Tr

szjkla—lu = Z“’f

k=0 1=0

L'application (u, v) — / v(t)dt définie un produit scalaire sur C. L'inégalité de Cauchy-Schwarz ap-

2 1 1
< [ swra [ @
0 0
et donc, pour toutn € N,ona:

1 n i 2 1 ) 1 )
/ GECE [ wrar [

2 1 1
2 2
< /O F(b%dt /0 (1)t

pliquée aux fonctions f et g s’écrit :

(t)dt

et

1 1 n 2 n

/gz(t)dtﬁ/ lsz(f)] <7y Ii(f)?

0 0 k=0 k=0
D’ou

0< n L(f)?*<~ Wf(t)th.
N

Par passage a la limite, quand n tend vers 400, on obtient :

S < [
R

I1I- Etude de la série de terme général (—1)"1,,(f)

. Il s’agit d’une série alternée, et comme la suite (I,,(f))nen est décroissante et tend vers 0, alors la série

Z(—l)"In( f) converge d’apres le critere spécial des séries alternées.

neN

. Pourtoutn € N,ona:
f(t) . ke gk n1 U2
L N T(=DREF () 4 (-1
S = SR+ (-1

k=0
et donc n
/+R
k:o 1+¢
ou

1 n+1
Ro= oy [ OO

1+t

t
La fonction ¢t — 1f—(|—) étant continues sur [0, 1], donc elle bornée. D’ot1 :

1
R, <M | ¢"Ftldt =
| n|_ /0 n—+1
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If @)

avec M = sup Tt Donc ILm R, = 0. Ce qui montre que la série de terme général (—1)"I,,(f) converge
t€[0,1] nmree
et que
0 1
f@)
-D)"I,(f)= | —=dt
S0 = [

3. Si f(t) =1, on trouve:

0 n+1 0 1+t
4. Si f(t) = V/t, on trouve
> " U V/tdt
S = [
= o 1+t

et

1
avec[n(f):/ t"Vtdt =

0 2n+3

Lvidt 2/1 vz, () /1 dz
0 1+t - 0 1—'—1'2_ 0 1—1—:[)2

[e.9]

Ainsi,

200" (1-7

ou encore
! 2n+3 4)

n+1 4
n=0

IV-Etude de la série de terme général /,,(f)

1. (a) Pourtoutn € Nettoutt € [0,1], ona:
[t"g(t)] < lg(t)]
donc la fonction ¢ +— t" g(t) est absolument intégrable sur [0, 1].
(b) Soite > 0. Par définition, Vn € N,

xT

In(g) = lim [ t"g(t)dt,

1
donc lim1 t" f(t)dt = 0. Dong, il existe v €]0, 1] tel que
T—r

xT

1
/ t”g(t)dt‘ <

(c) Soit e > 0 et & comme dans la question précédente, on a :

DN ™

«@ 1 «@
In(g) = /0 g (t)dt + / g (t)dt < /0 t”g(t)dt+%.

g étant continue sur [0, «], donc elle est bornée sur cet intervalle, d’ou :

« . « " an+1
/ tg(t)dt] < s o) [t = sup Jg(o)
0 t€[0,a] 0 t€[0,0] n+1

Donc lim t"g(t)dt = 0 et donc il existe ng € N tel que

(63
€
/ tng(t)dt‘ < 5 Ainsi, pour tout n > ny,
0

[In(9)] < e
Donc lim I,(g) = 0.

n—oo
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2. Pourtoutn € Nettoutt € [0,1[,ona:

n 1
S )= [ 1Y g,

Pt o 1—t
ol
o /1 $HLE ()
n — — —_— .
o 1-—t
t
Posons ¢(t) = f(t) ,on a g est absolument intégrable sur [0, 1[, donc lim R, = — lim I,41(g) = 0, ce qui
1t n—00 n—00

montre que la série de terme général I,,(f) converge et que

= Y ai0)
nz:%-fn(f) = | 1%

0

3. Supposons que la série a termes positifs Z I,,(f) est convergente, donc il existe M > 0 tel que, pour tout
neN

<> L) <u

k=0

neN,ona:

Posons g, (t Z tk f(t). Pour tout z €]0,1[,on a:

x 1
/0 gn(t)dt é/o gn(t)dt < M.

f(t)

La suite de fonctions (g, )nen converge uniformément vers t — [ su [0, z] (z fixé ). En effet, pur tout

te[0,z],ona:

tn+1f(t) ‘
1—-t N tE[O ]

f(t

gn(t)_ 1—1¢

f(t)‘_
1—1t

‘ / t"tldt = sup
tel0,z]

Le dernier terme tend vers 0 indépendamment de ¢, donc on peut intervertir les deux symboles limite et

intégral :
’ f(t)
lim gn(t)dt:/ lim g, (¢ dt—/

Mais, pour tout n € N et tout z €]0,1], ona:

x 1
/0 gn(t)dt S/o gn(t)dt < M.

vz € [0,1], /Oxlf(_t)tdth

n+2

Donc

Comme z — / /() dt est croissante et majorée sur [0, 1[, alors hm / /() dt existe, donc -
0 1—
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converge. Ainsi,

1 T
SO g — i [0
0o 1—1 a1 fy 1—t

= lim lim g, (t)dt

z—1 0 n—o
T

= lim lim gn(t)dt

z—1n—o0 [
. . . * k
= i 3 [ Ao
k=0
o “ ok
= il_)rrikzzo/o t* £(t)dt

Posons uy(z) = / t*f(t)dt,ona:
0
Vo € ]0,1], 0 <wug(x) <uk(l)

et la série E ug (1) converge. Donc la série E uy, converge uniformément sur [0, 1], donc, comme les uy,
keN keN

o0
sont continues sur [0, 1], alors x — g uy, () est continue, en particulier, on a :

mkz_oukm = ;)igq up () = ;Ikm.

D’ou:

S _ [T fat
nz:ojn(f>_ 0 l_t'

V - Restriction de I’étude a &y ( voir introduction )

1
. Il est clair que l'application (P, Q) — / P(t)Q(t)dt est symétrique, bilinéaire et positive, montrons qu’elle
0

1
est définie. Soit P € Py tel que (P|P) = 0. Donc / P?(t)dt = 0, comme l'application ¢ ~ P(t)* est
0

positive et continue sur [0, 1] alors V¢ € [0, 1], P(t)> = 0, donc le polynome P admet une infinité de racines,
donc P est le polyndme nul.
. Soitk e Nfixé. VP, P, € PyetVAeR,ona:

1 1 1
I1.(P + A\P») :/O tR(Py(t) + APy(t))dt :/0 tR Py (t)dt + A/O tRPy(t)dt = I(Py) 4+ M (Py).

Donc I, est une application linéaire de & dans R, donc c’est une forme linéaire sur Zy.
. Puisque la famille (I} )o<r<n est de cardinal N + 1 et dim &5, = N + 1, il suffit de montrer que la famille est

libre. Soit donc ayg, aq, ..., ay des réels tels i arlr = 0. En particulier, pour tout [ € [0, N], i (XY =
. X k=0 k=0
0.0r I (X" = /0 thHae = T ona donc :
N o
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=)
i+i—1)1<ijeni1
Montrons que H est inversible. Pour cela il suffit de montrer qu’elle est définie positive puisqu’elle est
symétrique.
I

T2
Soit X = ] un vecteur de RV,

Donc le vecteur (o, o, ..., ) est solution du systeme Hy 1 X = 0ot Hy = <

TN+1

1
tXHNX: Z :L‘iilij/ tl+]_2dt.
1<i,j<N+1 0

Utilisant la linéarité de l'intégrale et reconnaissant un carré, on obtient :

1 1 /N+1 2
tXHNX = / Z .’L'il'th_]_th = / (Z (L‘itl> dt.
0 \i=1

0 1<ij<N+1

De la formule précédente, on déduit immédiatement que H,, est positive. Démontrons qu’elle est définie
positive. En effet, si (HyX|X) = 0, alors, puisqu’on integre une fonction continue et positive sur [0, 1] dont
I'intégrale doit étre nulle, on déduit que

N+1 '
VEe(0,1], Y @it =0.
i=1

Un polynéme ayant une infinité de racine étant le polyndme nul, on en déduit que tous les z; sont nuls,
soit encore que X est nul. Ainsi, Hy est bien définie positive. En particulier Hy est inversible.

et comme H 4 est inversible, alors ag = a1 = ... = an = 0, donc la famille (I} )o<r<n est libre.

. Notons ¢ = (1, X,X2,..., X") la base canonique de Py et %y = (lo,l1,...,In) la base duale de . On a
dong, pour tout (i, j) € [0, N]?, 1;(X?) = &; ;. Notons P = (p;;)1<i j<n la matrice de passage de la base %,
alabase 4. On a aussi:

d
Vk € [[07 N]]27 [k = Zpkllz
i=0
Donc, pour tout j € [0, N]?,

N
Lo(X7) =) prali(X7) = py;.
i=0

1
Dol py; = ——,etdonc P = Hy.
Phi = 1 N

. Il est clair que I'application h est linéaire de &) dans &y . Soit maintenant P € & tel que h(P) = 0, donc
N
vt € R, ka(P)t’f =0,
k=0

N N
donc tous les coefficients du polyndéme Z I;,(P) X" son nuls, c’est-a-dire P € m ker(I;) = {0}, donc h

k=0 k=0
est un injective et puisqu’il s’agit d'un endomorphisme de Zy, qui est de dimension finie, alors i est un
isomorphisme de Zy.

N N 1

On a, Yk € [0, N], h(X")(t) = kZOIk(Xl)tk = kz mt"“, donc h est représenté par Hy dans la base
canonique.
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6. Pourtout P,QQ € #y,ona:

1
(Ph@Q) = [ POY h@ta

k
= (h(P)lQ)

Donc h est un endomorphisme symétrique de &y, donc il est diagonalisable, il est de méme de la matrice
A. Soit A\ une valeur propre de A, donc de h, alors il existe P € & non nul tel que h(P) = AP, d’ott :

N
A(P|P) = (P|n(P) =) I,(P)* > 0.
k=0

Donc A > 0 ((P|P) = ||P||? # 0) et comme h est inversible, alors A > 0.
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